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(a) Sommets caractéristiques.

(b) Fonction d'application.
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(c) Graphe de Reeb de haut
niveau.

(d) Application a la
déformation de maillage.

FiG. 1 —Principalesétapes de notre @thode sur un maillage quelconque.

Résume

Cet article pésente une &thode originale pour la
construction de graphes de Reeb invariants de haut ni-
veau — entis topologiques qui offrent une bonne vue d'en-
semble de la structure d'un objet 3D.

Dans ce but, nous proposons un algorithme d'extraction
de sommets caraetistiques simple et gcis. Ces sommets
sont utili€s pour le calcul d'une fonction d'application
invariante, visuellement igtessante. De plus, nous pro-
posons un nouvel algorithme de construction de graphe de
Reeb, bais sur I'analyse de connexkitde lignes de niveau
discretes. Cet algorithme apporte une solution pratique
au probeme de suppression de points critiques non signi-
catifs, produisant en sortie des grapher@ ciant de
bonnes propites descriptives. L'invarianceggpnétrique

de ces graphes et leur forte &whncea la variation

de pose du made eta la variation d&chantillonnage
du maillage en font de bons descripteurs, exploitables
dans diverses applications, comme |&farmation de
maillage (ex@rimenée dans cet article), la compression,
l'indexation 3D, la nétamorphose, etc.

Mots clefs

Modélisation de formes 3D, description topologique
invariante, graphes de Reeb, sommets caractéristiques.

1 Introduction

cations en informatique graphique nécessitent des gescri
tions de formes de plus haut niveau, comme des descrip-
tions structurelles par exemple.

Pour répondre a ce besoin, de nombreuses approches ont
été développées, comme la segmentation de maillages [1
ou l'extraction de squelettes [2]. Les approches topolo-
giques basées sur les graphes de Reeb présentent l'avan-
tage de préserver les propriétés topologiques du rgailla
[3]. Cependant, en pratique, la construction de graphes
de Reeb pour la description de haut niveau souleve plu-
sieurs problemes, comme le non-respect de contraintes
d'invariance ou l'identi cation de points critiques non-
signi catifs. Ceci peut conduire a des graphes de faible
intérét sémantique [4], encodant des détails non signi

tifs, que nous désignons par le termegitaphes de Reeb

de bas-niveau

Dans cet article, nous présentons une méthode originale
pour la construction de graphes de Reeb invariants de
haut niveau. Premierement, nous introduisons I'état de
l'art des approches topologiques. Deuxiemement, nous
présentons un nouvel algorithme d'extraction de som-
mets caractéristiques ( gure 1(a)). Cet algorithme ebt ut
lise pour le calcul d'une fonction d'application inva-
riante visuellement intéressante ( gure 1(b)). Puis, s10u
présentons un algorithme de construction de graphe qui ap-
porte une solution pratique pour la suppression de points
critiques non-signi catifs ( gure 1(c)). Finalement, neu
présentons et commentons des résultats expérimentaux.
Nous évoquons également les applications possibles de

Le maillage de polygones est une représentation des formes notre méthode, comme la déformation de maillages ( gure

3D massivement utilisée. Cependant, bon nombre d'appli-

1(d)).
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FiG. 2 —Evolution des lignes de niveau de la foncthuau-
teur sur un bitore, ses points critiques et son graphe de
Reeb.

2 Etatde l'art

Un graphe de Reeb [5] est une structure topologique dé nie
comme suit :

De nition 1 (Graphe de Reeb) Soitf une fonction éelle
dé nie sur une varéte compact®/ f : V! R. Le graphe
de Reeb dé estl'espace quotientdedansV R, parla
relation d'eéquivalencdps;f (p1))  (p2;f (p2)), veri ée
si et seulement si :

8
< f(p1) = f(p2)
p1 etp, appartiennent la méme composante

connexe dé 1(f (p1))

Deuxiemement, dans certaines applications (comme la
modélisation de terrains), la fonctidnest donnée par le
contexte applicatif. Lorsqu'il s'agit de construire degue-
lettes topologiquef3] ou des graphes de Reeb de haut ni-
veau, il est nécessaire de dé nir une fonction d'applimat

f quid'une part présente des propriétés d'invarianceiet q
d'autre part mette en valeur les parties les plus visueligme
intéressantes de l'objet. Lazarus et Verroust [10] ont pro
posé une telle fonction, dé nie en tout sommet de la trian-
gulation par salistance @ocesiqué a un sommet source.
L'heuristique proposée pour choisir ce point source seuff
cependantd'une certaine instabilité, ce qui exclue sibin ut
sation dans des applications ou la stabilité est une gtipr
fondamentale. Pour résoudre ce probleme, dans le cadre
de l'indexation 3D, Hilaga et al. [11] proposent d'intégre
cette fonction sur tout le maillage au dépend d'un coup
de calcul relativement élevé (les auteurs proposent pne a
proximation). Dans notre approche, pour mettre en valeur
la structure globale de I'objet, nous utilisons des diséanc
géodésiques dont les points sources sont les sommets ca-
ractéristiques du maillage.

3 Fonction d'application

Plusieurs fonctions d'application ont été proposéessda

I'état de I'art pour la construction de graphes de Reeb. Le
choix de cette fonction détermine les propriétés de sta-
bilité et d'invariance des graphes résultants. Dansenotr

Concretement, un graphe de Reeb est composé de noeudsapproche, étant donné une triangulation conriexeous

représentant les points critiques fle autrement dit les
points de la variét® ou les dérivées partielles des'an-

déterminons dans un premier temps ses sommets ca-
ractéristiques. Puis, nous dé nissons notre foncticewpd'

nulent. Les arétes du graphe représentent les compssante plication, notéd 5, en chaque sommet2 T en calculant

connexes d& reliant les points critiques de. La gure

la distance géodésique deau sommet caractéristique le

2 présente un graphe de Reeb calculé sur un bitore, selon plus proche.

la fonctionhauteur Les points critiques de cette fonction
ont été marqués en rouge pour femima en vert pour les
maximaet en noir pour lepoints selles

3.1 Meétriqgue employée

Tout d'abord, pour garantir I'invariance de notre méthode

Dans le cas des surfaces triangulées, les algorithmes tra- 5« rotations et aux translations, nous dé nissbgsen

ditionnels de construction de graphes de Reeb [6, 7] iden-

nous basant sur I'estimation de distances géodésiquees. D

ti ent dans un premier temps les sommets correspondant te|les mesures ne sont pas dé nies par un quelconque

aux points critiques dé, puis construisent le graphe en
analysant leurs relations de connexité.

Premierement, ces méthodes présupposent que I'ensembl
des points critiques identi és est signi catif, alors aqul
pratique, cette hypothese peut conduirea des graphes com
portant un grand nombre de noeuds et d'arétes [4], en-
codant des détails insigni ants et n'offrant donc pas une
description globale, de haut niveau. Pour fournir une des-
cription structurelle globale d'un objet 3D, il est donc
nécessaire d'apporter une solution a cette probléraatiq
de sélection de points critiques signi catifs. Plusieals
gorithmes pratiques ont &té proposés a cette n [8, 9],
mais tous sont conditionnés par un parametre d'entrée (p
rametre depersistanceu decoupg. Dans notre approche,
nous proposons un algorithme uni & de construction et
de simpli cation de graphe, ne prenant aucun parametre
d'entrée.

repere euclidien et sont donc invariantes aux rotations et
aux translations. Deuxiemement, pour garantir I'invade
de notre méthode a I'homothétie uniforme, nous utili-
sons des grandeurs normalisées. Troisiemement, satili
tion de distances géodésiques garantit la tolerancetle n
méthode aux variations de pose du modele. Par exemple,
la distance géodésique entre le nez d'un humano'de et ses
doigts reste la méme, que son bras soit plié ou tendu.
D'un point de vue algorithmique, les distances géodé&squ
peuvent étre approchées par l'algorithme de Moore-
Dijkstra (minimisation de distance dans les graphes
pondérés). Dans le reste de l'article, nous désignepans
(v1;v2) la distance géodésique normalisée entre les som-
metsv; etv,.

1 Longueur du plus court chemin entre deux sommets d'unegrian
lation.
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3.2 Extraction des sommets caraéristiques

Les sommets caractéristiques d'une triangulation sont
les sommets situés aux extrémités des composantes
proéminentes de l'objet. Visuellement, leur ensemble
donne une vue globale de la structure du modele 3D. C'est
pourquoi nous décidons de les utiliser comme origines pour
nos évaluations de distances géodésiques.
Plusieurs algorithmes ont été proposés pour l'extrac-
tion de sommets caractéristiques. Par exemple, Mortara
et Pantane [12] proposent de sélectionner comme som-
mets caractéristiques les sommets ou la courbure gaus-
sienne excede un certain seuil. Malheureusement, cette
technique ne permet pas d'extraire des sommets ca-
ractéristiques sur les zones de courbure constantergsphe
zones planes, etc.). Katz et al. [13] ont développé un al-
gorithme basé sur I'homothétie multi-dimensionnelle, e
complexité d'exécution quadratique.
Dans cet article, nous proposons un algorithme relative-
ment direct, basé sur des outils de topologie differdetie
Soientvs, etvs, les sommets d& les plus distants I'un de
l'autre (au sens géodésique). Ces sommets sont identi &
par l'algorithme de calcul de Diametre d'Arbre [10]. Sur
la gure 3, vs, est situé a l'extrémité du poignet e¢, est
situé au bout du majeur.
Soientf 4, etfy, deux fonctions réelles dé nies sur chaque
sommetv 2 T :

fo. (V)= (v;vs,) 1)

fg. (V)= (V;vs,) )
En se basant sur la classi cation des points critiques pro-
posée dans [7], uminimum localest dé ni comme un
sommet dont tous les voisins directs ont une valeur de fonc-
tion supérieure. Réciproquement, oraximum localest
dé ni comme un sommet dont tous les voisins directs ont
une valeur de fonction inférieure. St I'ensemble des
extrema locaux (minima et maxima) tig (en jaune sur la
gure 3(a)) etE; I'ensemble des extrema locauxtg (en
cyan sur la gure 3(b)). Les extrémités des composantes
proéminentes sont des con gurationsfgy etfy, tendent
vers des extrema (voir gures 3(a) et 3(b)). Par conséquent
I'ensemble des sommets caractéristiques esta la folissnc
dansE; etdan<e,. Donc, nous dé nissons I'ensemble des
sommets caractéristiquEsdeT ( gure 3(c)) comme suit :

F= El\ = (3)

En pratique, les extrema locaux tig etfy, qui corres-
pondenta des sommets caractéristiques n'apparaisasnt p
strictement sur les mémes sommets, mais dans le méme
voisinage @odesique Par conséquent, la contrainte d'in-
tersection est relaxée comme suit, aveZ [0; 1] le rayon

du voisinage @ocesique(les distances géodésiques sont
normalisées) :

5 We, 2E1 = (V;Vg) <
We, 2E2 = (V;Vg,) <
V2Fy( 2 (v;vw,)> 8vi, 2 F (4)
' 2 [0;1]

Py

(@) E1.

(b) E2. (©

E1\ Ea2.
FiG. 3 —Extraction des sommets carédistiques.

(a) 25 000

sommets.
FiG. 4 — Tolerance de l'algorithme d'extraction de som-
mets caradristiques face aux variations désolution du
maillage.

(b) 5 000
sommets.

(c) 1 000
sommets.

D'apres nos expériences, xer= 0:05donne des résultats
satisfaisants. L'algorithme de Moore-Dijkstra constitue
goulot d'étranglement en terme de complexité d'exémuti

fq, etfy, sont toutes deux calculees &@(n log(n))
étapes, aven le nombre de sommets dans

Dans ce paragraphe, nous avons présenté un algorithme
rapide pour l'extraction de sommets caractéristiques, en
O(n log(n)). Cet algorithme est basé sur I'évaluation
de distances géodésiques. Par conséquent, il estanvari
aux transformations géomeétriques et robuste aux vanati

de changement de pose du modele. De plus, la sélection
des sommets caractéristiques est guidée par une analyse d
gradient de fonctions d'application. Aucune hypothese n'
été formulée quanta I'echantillonnage de la triaragian.

Par conséquent, cet algorithme est robuste aux variations
d'échantillonnage de la surface, comme illustré gure 4.

3.3 Deé nition de la fonction d'application

La dé nition de la fonction d'application employée démuke
de ce qui souhaite &tre mis en valeur sur la surface. Par
exemple, pour la modélisation de terrains, la fonctian-
teur présentera des points critiques sur les pics et dans
les vallées, offrant ainsi une description topologique pe
tinente. Dans notre approche, nous souhaitons mettre en
valeur la structure globale des objets. C'est pourquoi nous
décidons d'utiliser les sommets caractéristiques datren
calcul de fonction d'applicatiofiy, que nous dé nissons
comme sulit :

fa(W)=1  "(v;vp)

()
avecv, le sommet caractéristique le plus procherde

vp 2 F (6)

= "(vivp) = miny, 26 (Vivr,)
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(@) ( va). (b) ( vb)-

FiG. 6 —Exemple de lignes de niveau continues (en rouge)
et discetes (en vert, fonction hauteur).

(@jFj=6, (b)jFj=7,jCj=92. 3 /
jCj=94. &/ y/
Fic. 5 —Evolution des lignes de niveau fig et ses points )\ )\ é

critiques sur des maales standards.

(@) ( veoo), 2 () ( v10000), (€) ( v20000),
contours. 4 contours. 6 contours.

FiG. 7 — Exemples de lignes de niveau distrs sur un
maillage de 25 000 sommets (fonctiy).

La gure 5 présente des exemples de calcuFdesur des
modeles standards, ainsi que le nhombre de sommets ca-
ractéristiques identi ésjFj) et le nombre de points cri-
tiques (Cj, identi és selon la classi cation proposée dans
[7]). Comme le calcul dé, est basé sur des évaluations
de distances géodésiqués, est invariante aux rotations

et aux translations. De plus, toutes les grandeurs wgisé
sont normalisées, donc cette fonction est invariante aux de niveau dis@te ( v) associée au sommet par une
homothéties uniformes. Comme on peut le voir sur la - courbe portée par les arétes Heapproximant par valeur
gure 5,f 5 génere un nombre important de points critiques.  supeérieure la ligne de niveau contirfue® (f (v)).

Par conséquent, les algorithmes traditionnels de camstru | 3 gure 6 montre des lignes de niveau discretes traver-
tion de graphes de Reeb créeraient des graphes complexesgant une triangulation quelconque au vu de la fonction hau-
comportant autant de noeuds que de points critiques (94 teyr. De plus, nous désignons par le tercmmtour dis-
pourle modele gure 5(a) et 92 pourle modele gure 5(b)).  cretchaque sous ensemble connexe(de). En particulier,

Il s'agit d'un probleme majeur pour la description de haut  noys de nissons le contour discretv) associé au sommet
niveau, au_quel nous apportons une solution dans le para- y comme le sous-ensemble connexe(de) contenant.
graphe suivant. Plus I'échantillonnage d& sera important, plus les lignes

. de niveau discretes tendront vers les lignes de niveaucont
4 Graphes de Reeb de haut niveau nues. J

Dans cette section, nous proposons un algorithme pratique Les lignes de niveau discretes peuvent étre calculéas po
pour la construction de graphes de Reeb de haut niveau, tous les sommets du maillage en utilisant un algorithme

basé sur la notion dignes de niveau disetes de remonté de gradient. Ce type d'algorithme manipule
. . . deux pilesv etC, représentant respectivement I'ensemble
4.1 Lignes de niveau discetes des sommets visités et I'ensemble des sommets candi-

La dé nition de lignes de niveau d'une fonction réelle ~ dats a la visiteA chaque itération de I'algorithme; en-

f dé nie sur une triangulatio n'est pas un probleme toureV par valeur supérieure. Une étude plus approfondie
trivial. Dans le cas continu, deux poings et p, appar- montre qu'a chaque itératiory, v) est équivalent& avec
tiennenta la méme ligne de niveu*(f (py)) sif (p2) v=argminyc f(v).

f(p1) = 0. De plus,p; et p, appartiennent au méme  Sur la gure 7, plusieurs exemples de lignes de niveau
contour si ils appartiennenta la méme composante connexe discretes sont représentés, a differentes iténatide I'al-

def 1(f (p1)). gorithme. L'ensemble de somme¥s est af ché en blanc
Dans le cas discret, pour un sommet domn2 T, selon tandis que( v) est af chée en rouge. Visiter récursivement
I'echantillonnage d&, f 1(f (v)) est souvent réduite au (V) permet d'en identi er chacun de ses sous-ensembles
sommetv lui méme. Au vu de la dé nition 1, un graphe  connexes, et particulieremenv).

de Reeb correct ne pourrait pas étre calculé avec cette

dé nition des lignes de niveau discrete, car les condisio 4.2 Construction des graphes

de la relation d'équivalence seraient rarement vés.ée Les algorithmes traditionnels de construction de graphes
Pour préserver les propriétés topologiques des ligmes d de Reeb nécessitent une étape de simpli cation, an d'en
niveaux dans le cas discret, nous dé nissonsli¢gae eliminer les branches non signi catives. Ici, nous propo-

A para’tre dans les actes de CORESA 2006 (COmpression geRéigiation des Signaux Audiovisuels).
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@) (b) (© (d) (e) ®
FiG. 8 —Contextes de bifurcation et de jonction sur un tore
(fonction hauteur).

sons un algorithme uni & pour la construction et la simpli-

cation, basé sur notre notion de ligne de niveau discrete

En suivant la dé nition 1, nous pouvons établir une rela-

tion d'équivalence analogue dans le cas discret, entre deu

sommets/;;vo 2 T @

. . V22 (V1)
(vi;f(va))  (v2;f(v2)) 0 Vo2 (Vi) (7)

A partir de cette relation d'équivalence, pour chaquedign

de niveau discretq v), il est possible d'identi er chacune

des composantes connexesldgaversée paf v), etdonc

de construire un graphe de Reeb.

Soit N ¢,y le nombre de sous-ensembles connexes de

( vt), avecv; le sommet visité a l'itératiort de I'algo-

rithme de construction de lignes de niveau discretes. Pour

construire un graphe de Reeb, il suft donc d'observer

I'evolution deN ( ,) au | de l'algorithme de construction

de lignes de niveau discretes, en envisageant les varatio

topologiques suivantes :

1. bifurcations:

N vy >N (v (8)
2. jonctions:
N vy <N (v 1) )
v, 2 Lk(vt 1) = W2 (w)
3. terminaisons
N (v <N (v 1) (10)

Vn z (Vt); 8Vn 2 Lk(Vt 1)

La gure 8 présente les contextes d'apparition de bifur-
cations et de jonctions sur un tore, au vu de la fonction
hauteur. Sur la gure 8(a){ v) n'est composée que d'un
contour discret, qui se divise en deux en 8(b) : une bifur-
cation est donc créée dans le graphe (gure 8(e)). Sur la
gure 8(b), ( v) est composée de deux contours discrets,
qui fusionnent en 8(c) : une jonction est donc créée dans le
graphe ( gure 8(f)). Dans I'équation 9, la seconde condi-
tion exprime le fait qu'un nouveau contour appara’t apres
la jonction, ce qui n'est pas le cas pour une terminaison
équation 101l(k (v;) désigne le lien, ou le voisinage direct,
dewv;).

@) (b) © (d) (e)

® () h

FIG. 9 — Graphes de Reeb duaux de formes primitives et
complexes.

fa (zones repérées par des ensembles de points critiques
sur la gure 5, en rouge et noir), le graphe ne rend compte
que des variations topologiques signi catives. Cette pro-
priété est illustrée dans la section suivante, dédiée
résultats expérimentaux.

5 Reésultats exg@rimentaux

Une étude de la complexité en temps de notre algorithme
montre qu'il nécessitéd(n?) étapes, aven le nombre

de sommets dans la triangulation. Cet algorithme a été
implémenté en C sous GNU/Linux et expérimenté sur un
PC type station de travail (P4-3GHz, 2 Go de RAM). Avec
cette con guration, le calcul d'un graphe de Reeb de haut
niveau prend 0.23 seconde pour un modele de 2 000 faces,
2 secondes pour un modele de 10 000 faces, 17 secondes
pour un modele de 40 000 faces et 86 secondes pour un
modele de 100 000 faces.

La gure 9 présente des graphes de Reeb de haut niveau
calculés avec notre algorithme. Ces graphes ont de bonnes
propriétés descriptives car ils n‘encodent pas de vaniat
topologiques non signi catives (avec les algorithmes tra-
ditionnels, le graphe du cheval aurait compté 92 noeuds).
Sur cette gure, les graphes représentés sont duauxt-C'es
a-dire que chaque composante connexe est représemtée pa
un noeud, et leurs relations d'adjacence par une aréte. Un
exemple de graphe de Reeb non dual est présenté gure
10(a), ou un noeud a été placé au centre de chaque contour
discret, pour former usquelette topologique

De tels squelettes sont particulierement adaptés posir de
applications de transformation de maillages, comme la
déformation, illustrée gure 10(b). Comme la défornuati

Dans notre approche, la construction de graphe de Reeb de maillages est un probleme qui dépasse le cadre de cet

est donc effectuée durant l'algorithme de construction de

article, pour cet exemple, nous avons utilisé une stratég

lignes de niveau discretes. Pour cela, nous appliquons les simple. Pour un noeud du graphe de Reeb dual sélectionné

variations topologiques nécessaires sur le graphe en fonc

par un utilisateur, étant donné une origine, un axe et

tion de I'évolution du nombre de sous ensembles connexes un angle de rotation, une matrice de rotation est cal-
des lignes de niveau discretes. Comme ces lignes de niveau culée. Cette matrice est ensuite appliquée a chaque sbmm
ne se déconnectent pas dans les con gurations bruitées de référencé par le noeud du graphe de Reeb dual. Ainsi, sur

A para’tre dans les actes de CORESA 2006 (COmpression geRéigiation des Signaux Audiovisuels).
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(@ (b)

FIG. 10 —Graphe de Reeb de haut niveau (a) et une appli-

cationa la déformation de maillage (b).

(a) 25 000
sommets.

(b) 5 000
sommets.

(c) 1 000
sommets.

Fic. 11 —Tolérance de notre algorithme face aux varia-

tions de Esolution du maillage.

la gure 10(b), le poignet et les doigts de la main ont &té

inclinés par rapport au modele initial.

Sur les gures 9(a) et 9(b), nous remarquons que notre
algorithme prend correctement en compte les surfaces de
genre non nul. Sur les gures 9(c) et 9(d), nous observons
gue les graphes sont similaires, que les bras de I'humano'd
soient couchés ou relevés. Par ailleurs, aucune hypethe

n'a été portée sur la résolution du maillage. Par cqoeéat

notre algorithme est robuste aux variations de résolstion
du maillage, comme illustré gure 11. Ces propriétés de

tolérance (résolution et pose du modele) associéepanx

priétés d'invariance géométrique font des graphesehR
de haut niveau de bons descripteurs pour l'indexation 3D, [10]

la compression, etc.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons présenté une nouvelle métho
pour la construction de graphe de Reeb invariants de haut
niveau. Cette méthode se décompose en trois étapes : ex-
traction de sommets caractéristiques, calcul d'une fonct
d'application et construction de lignes de niveau diseset

Les graphes obtenus, sans aucun parametre d'entréest dan
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