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Figure 1: Principales étapes de notre méthode sur un objet quelconque.

Résumé
Cet article décrit une méthode uni�ée pour la construction et la simpli�cation de graphes de Reeb ansi que pour
l'approximation de constrictions sur les surfaces triangulées. L'idée clé de notre algorithme est que lescontours
discrets– courbes portées par les arêtes de la triangulation et approximant les contours continus d'une fonction
d'application – encodent à la fois les propriétés topologiques et géométriques de la surface.
Premièrement, les sommets caractéristiques de la triangulation sont extraits. Puis ils sont utilisés comme sources
géodésiques pour le calcul d'une fonction d'application invariante. Deuxièmement, pour chaque sommet du
maillage, soncontour discretest calculé. Comme l'ensemble des contours discrets recouvre toute la surface,
chacun d'eux peut être analysé, à la fois pour détecter des changements topologiques ou des constrictions. L'ap-
proximation de constriction permet de raf�ner les graphes de Reeb ensquelettes topologiques améliorés, plus
signi�catifs d'un point de vue visuel.
Sans pré-traitement et sans paramètre d'entrée critique, notre méthode fournit des squelettes invariants aux trans-
formations af�nes, dans des temps d'exécution satisfaisants. Cela fait des squelettes topologiques améliorés de
bons candidats pour les applications nécessitant des représentations de haut niveau, comme la déformation de
maillage (expérimentée dans cet article), l'indexation, la compression, etc.

1. Introduction

Le maillage de polygones est une représentation des ob-
jets 3D massivement utilisée, principalement pour l'échange
et l'af�chage. Cependant, bon nombre d'applications en in-
formatique graphique nécessite des descriptions de plus haut

niveau. Les squelettes topologiques se sont montrés être des
descripteurs de formes intéressants [BMMP03]. Ils béné�-
cient à divers domaines comme la métamorphose de forme
[TKO01], la déformation [LCF00], l'indexation [HSKK01],
le placage de textures [ZMT05], etc.
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Néanmoins, nous attribuons trois principaux inconvé-
nients aux approches topologiques pour l'extraction de sque-
lettes.

Premièrement, les approches basées sur la topologie dif-
férentielle étudient les propriétés de dérivabilité de fonctions
réelles dé�nies sur la surface des objets [Mor25, Ree46].
Or la plupart du temps, ces fonctions sont apportées par le
contexte applicatif (modélisation de terrain [SKK91], IRM
[CSVdP04], analyse moléculaire [BEHP04], etc). Dans le
cas des squelettes, il est nécessaire de dé�nir unefonc-
tion d'application qui présente des propriétés d'invariance
et qui mette en valeur la structure de l'objet ; ce qui reste
un problème ouvert [BMMP03]. Lazarus et Verroust [LV99]
ont introduit une telle fonction, dé�nie parla distance géo-
désiquey d'un point source à tous les autres points de la
surface. À cause d'un manque de stabilité, Hilaga et al.
[HSKK01] proposent d'intégrer cette fonction sur toute la
surface. Malheureusement, d'après notre expérience, cette
fonction génère souvent un grand nombre de points cri-
tiquesz, rendant plus complexe la construction de sque-
lettes topologiques visuellement signi�catifs. Dans cet ar-
ticle, pour mettre en valeur la structure de l'objet, nous nous
intéressons auxpoints caractéristiques(situés aux extré-
mités des composantes proéminentes de la surface [MP02,
KLT05, WML � 06], �g. 1(a)) et appliquons en tout point de
la surface sa distance géodésique au point caractéristiquele
plus proche (�g. 1(b)).

Deuxièmement, les algorithmes traditionnels de construc-
tion de graphes de topologiques (�g. 2) étudient les relations
de connexité des points critiques de la fonction d'applica-
tion [CMEH� 03, CSVdP04], en s'appuyant sur la dé�nition
suivante desgraphes de Reeb:

De�nition 1 (Graphe de Reeb)Soit f :V ! R une fonction
réelle dé�nie sur une variété compacteV. Le graphe de Reeb
de f est l'espace quotient def dansV � R par la relation
d'équivalence(p1; f ( p1)) � ( p2; f ( p2)) , si et seulement si :8
<

:

f ( p1) = f (p2)
p1 et p2 appartiennent à la même

composante connexe def � 1( f ( p1))

Cependant, ces algorithmes reposent sur l'hypothèse se-
lon laquelle toute l'information apportée par la fonction
d'application est pertinente, tandis qu'en pratique, cela
aboutit à la construction de graphes volumineux, encodant
des détails non signi�catifs [NGH04, CSVdP04]. Pour ré-
soudre ce problème, Ni et al. [NGH04] proposent un algo-
rithme paramétré par l'utilisateur. Bremer et al. [BEHP04]
ont proposé une technique de suppression de point critique

y Longueur du plus court chemin entre deux points le long d'une
surface.
z Con�gurations où le gradient de la fonction d'application s'an-
nule.

Figure 2: Évolution des lignes de niveau de la fonction hau-
teur sur un bitore, ses points critiques et son graphe de Reeb.

basée sur un paramètre depersistence. Attene et al. [ABS03]
ont proposé une approche séduisante, uni�ant la construc-
tion du graphe et sa simpli�cation, mais elle est condition-
née par un paramètre decoupe. Dans cet article, nous pro-
posons une formulation decontour discretpermettant, sans
paramètre d'entrée, la construction de graphes de Reeb vi-
suellement signi�catifs (�g. 1(c)).

Troisièmement, le dernier inconvénient que nous attri-
buons aux approches topologiques est qu'elles ne peuvent
discriminer les sous-parties visuellement signi�catives
d'une même composante connexe, comme les phalanges
d'un doigt par exemple. Dans ce but, nous nous intéressons
aux constrictions sur les surfaces. Hétroy et Attali [HA03]
dé�nissent les constrictions comme des courbes fermées em-
barquées sur la surface, dont la longueur est minimale. Les
constrictions apparaissent sur les étranglements de la sur-
face. Récemment, Hétroy [H́05] a montré que la détection
de constriction pouvait être menée en analysant la courbure
de la surface. Dans notre méthode, nous proposons d'analy-
ser les propriétés géométriques, en particulier la concavité,
des contours discrets pour l'approximation de constrictions
(�g. 1(d)) et le raf�nement de graphes de Reeb ensquelettes
topologiques améliorés(�g. 1(e)).

Cet article, basé sur nos travaux antérieurs [TVD06],
apporte donc une solution aux trois inconvénients déga-
gés précédemment en présentant une méthode basée sur les
concepts depoints caractéristiques, decontours discretset
de constrictions. Il est structuré comme suit. Premièrement,
un résumé de la méthode globale est donné. Deuxièmement,
l'algorithme d'extraction de sommets caractéristiques est
présenté (�g. 1(a)). Troisièmement, nous présentons notre
algorithme d'extraction de contours discrets (utilisé à lafois
pour la construction de graphe de Reeb �g. 1(c) ainsi que
pour l'approximation de constrictions �g. 1(d)). En�n, nous
commentons quelques résultats expérimentaux (�g. 1(e)) et
discutons des applications possibles, comme la déformation
de maillage (�g. 1(f)).
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2. Résumé de la méthode

Étant donnée un surface triangulée connexeT, nous pro-
posons dans cet article une méthode uni�ée pour décompo-
serT en sous-parties visuellement signi�catives, en consi-
dérant les caractéristiques topologiques et géométriquesde
contours discrets.

L'algorithme se déroule en trois étapes. Premièrement, les
sommets caractéristiques sont extraits (�g. 1(a)), pour en-
suite calculer une fonction d'application invariante, mettant
en valeur la structure de l'objet (�g. 1(b)), notéefm dans la
suite de l'article. Deuxièmement, pour chaque sommet dans
le maillage, soncontour discret, une courbe le traversant et
approximant le contour continu defm, est calculé. En�n,
comme l'ensemble descontours discretsrecouvre entière-
ment la surface, chacun d'eux peut être analysé, soit pour
détecter les variations topologiques (�g. 1(c)) soit pour dé-
tecter les transitions de courbure (�g. 1(d)).

Notre contribution scienti�que repose sur trois points.(i)
Nous proposons un algorithme simple, rapide et robuste pour
l'extraction de sommets caractéristiques.(ii) Nous mon-
trons qu'une formulation decontour discretpermet, sans re-
maillage et sans paramètre d'entrée, une construction per-
tinente de graphe de Reeb, fournissant des graphes signi-
�catifs, invariants et robustes à diverses dégradations.(iii)
Nous montrons que l'information géométrique apportée par
lescontours discretspermet une approximation de constric-
tions sur les composantes proéminentes de l'objet et donc un
raf�nement des graphes de Reeb.

3. Fonction d'application

Plusieurs fonctions d'application ont été proposées dans
l'état de l'art pour la construction de graphes de Reeb.

Premièrement, pour garantir les propriétés d'invariance de
nos squelettes (transformations géométriques et changement
de pose du modèle), nous utilisons les distances géodésiques
pour l'évaluation de distance entre sommets. D'un point de
vue algorithmique, elles peuvent être approchées par l'algo-
rithme de Moore-Dijkstra (minimisation de distance dans les
graphes pondérés). Dans la suite de l'article, nous désigne-
rons pard(v1; v2) la distance géodésique normalisée entre
les sommetsv1 et v2.

Deuxièmement, pour mettre en valeur la structure glo-
bale de l'objet, nous utilisons comme sources géodésiques
les sommets caractéristiques de la triangulation.

3.1. Extraction de sommets caractéristiques

Les sommets caractéristiques sont les sommets situés
aux extrémités des composantes proéminentes de l'objet.
Pour les extraire, nous proposons un algorithme relativement
simple, basé sur des outils de topologie différentielle. Laplu-
part des extrema locaux des fonctions d'applications basées

sur des distances géodésiques apparaissent aux extrémités
des composantes proéminentes (�gs. 3(a) et 3(b)), car leur
gradient s'annule dans ces con�gurations. Par conséquent,
nous proposons de mener une analyse croisée, utilisant deux
fonctions géodésiques – dont les origines sont les sommets
les plus distants de la triangulation – et de pratiquer l'inter-
section de leurs ensembles d'extrema locaux.

Soientvs1 et vs2 les sommets les plus distants (en terme
géodésique) d'une triangulation connexeT, extraits par l'al-
gorithme de calcul de Diamètre d'Arbre [LV99]. Sur la �-
gure 3,vs1 est situé à l'extrémité du poignet (�g. 3(a)) tandis
quevs2 est situé à l'extrémité du majeur (�g. 3(b)).

Soientfg1 et fg2 deux fonctions réelles dé�nies sur chaque
sommetv 2 T :

fg1(v) = d(v;vs1) (1)

fg2(v) = d(v;vs2) (2)

En se basant sur la classi�cation des points critiques
proposée dans [CMEH� 03], un minimum localest dé�ni
comme un sommet dont tous les voisins directs ont une va-
leur de fonction supérieure. Réciproquement, unmaximum
local est dé�ni comme un sommet dont tous les voisins di-
rects ont une valeur de fonction inférieure. SoitE1 l'en-
semble des extrema locaux (minima et maxima) defg1 (en
jaune sur la �gure 3(a)) etE2 l'ensemble des extrema lo-
caux defg2 (en cyan sur la �gure 3(b)). Les extrémités des
composantes proéminentes sont des con�gurations oùfg1 et
fg2 tendent vers des extrema (voir �gures 3(a) et 3(b)). Par
conséquent, l'ensemble des sommets caractéristiques est àla
fois inclus dansE1 et dansE2. Donc, nous dé�nissons l'en-
semble des sommets caractéristiquesF de T (�gure 3(c))
comme suit :

F = E1 \ E2 (3)

En pratique, les extrema locaux defg1 et fg2 qui corres-
pondent à des sommets caractéristiques n'apparaissent pas
strictement sur les mêmes sommets, mais dans le mêmevoi-
sinage géodésique. Par conséquent, la contrainte d'intersec-
tion est relaxée comme suit, avece2 [0;1] le rayon duvoi-
sinage géodésique(les distances géodésiques sont normali-
sées) :

v 2 F ()

8
>><

>>:

9ve1 2 E1 = d(v;ve1) < e
9ve2 2 E2 = d(v;ve2) < e
d(v;vfi ) > e 8vfi 2 F
e2 [0;1]

(4)

D'après nos expériences, �xere = 0:05 donne des résul-
tats satisfaisants. L'algorithme de Moore-Dijkstra constitue
un goulot d'étranglement en terme de complexité d'exécu-
tion. fg1 et fg2 sont toutes deux calculées enO(n� log(n))
étapes, avecn le nombre de sommets dansT ; ce qui est lar-
gement inférieur à la complexité de l'algorithme présenté par
Katz et al. [KLT05].
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(a) E1. (b) E2. (c) E1 \ E2.

Figure 3: Extraction des sommets caractéristiques.

(a) 25 000
sommets.

(b) 5 000
sommets.

(c) 1 000
sommets.

Figure 4: Tolérance de l'algorithme aux variations d'échan-
tillonnage.

Dans ce paragraphe, nous avons présenté un algorithme
rapide pour l'extraction de sommets caractéristiques, en
O(n � log(n)) . Contrairement à l'algorithme présenté par
Mortara et al. [MP02], notre algorithme résout l'extraction
sur les zones de courbure constante (voir la sphère �gure 5(a)
où deux pôles sont extraits). De plus, notre algorithme est
basé sur l'évaluation de distances géodésiques. Par consé-
quent, il est invariant aux transformations géométriques et
robuste aux variations de changement de pose du modèle.
En�n, la sélection des sommets caractéristiques est guidée
par une analyse de gradient de fonctions d'application. Au-
cune hypothèse n'a été formulée quant à l'échantillonnage
de la triangulation. Par conséquent, cet algorithme est ro-
buste aux variations d'échantillonnage de la surface, comme
illustré �gure 4.

3.2. Dé�nition de la fonction d'application

Dans notre approche, nous souhaitons mettre en valeur la
structure globale de l'objet. C'est pourquoi nous décidons
d'utiliser les sommets caractéristiques dans notre calculde
fonction d'application, que nous dé�nissons comme suit :

fm(v) =
fc(v) � minv2 T fc(v)

maxv2 T fc(v) � minv2 T fc(v)
(5)

fm est une version normalisée de la fonctionfc, dé�nie
comme suit :

fc(v) = 1� d0(v;vc) (6)

(a) jFj = 2,
jCj = 326.

(b) jFj = 6,
jCj = 94.

(c) jFj = 7, jCj = 92.

Figure 5: Calcul de fm sur quelques triangulations.

avecvc le sommet caractéristique le plus proche dev :

vc 2 F = d0(v;vc) = minvfi 2 F d(v;vfi ) (7)

La �gure 5 présente le calcul defm sur quelques objets,
le nombre de sommets caractéristiques (jFj) et le nombre de
points critiques (jCj, identi�és selon la classi�cation propo-
sée dans [CMEH� 03]). Sur cette �gure, on peut voir quefm
génère un nombre importants de points critiques. Par consé-
quent, les algorithmes standards de construction de graphes
de Reeb créeraient des graphes volumineux, comportant au-
tant de noeuds que de points critiques. Cela est probléma-
tique pour l'extraction de squelettes topologiques car ceux-
ci doivent être le plus simple possible, pour re�éter au mieux
la structure globale de l'objet. Dans la section suivante, nous
présentons une formulation decontours discrets, qui permet
un processus uni�é de construction et de simpli�cation de
graphes de Reeb.

4. Contours discrets d'une fonction d'application

La dé�nition de lignes de niveau d'une fonction réellef
dé�nie sur une triangulationT n'est pas un problème trivial.
Dans le cas continu, deux pointsp1 et p2 appartiennent à la
même ligne de niveauf � 1( f ( p1)) si f ( p2) � f ( p1) = 0. De
plus, p1 et p2 appartiennent au même contour si ils appar-
tiennent à la même composante connexe def � 1( f ( p1)) .

Dans le cas discret, pour un sommet donnév 2 T, se-
lon l'échantillonnage deT, f � 1( f (v)) est souvent réduite
au sommetv lui même. Au vu de la dé�nition 1, un graphe
de Reeb correct ne pourrait pas être calculé avec cette dé�-
nition des lignes de niveau discrète, car les conditions de la
relation d'équivalence seraient rarement véri�ées.

Pour préserver les propriétés topologiques des lignes de
niveaux dans le cas discret, nous dé�nissons laligne de ni-
veau discrèteG(v) associée au sommetv par une courbe por-
tée par les arêtes deT, approximant par valeur supérieure la
ligne de niveau continuef � 1( f (v)) .

La �gure 6 montre des lignes de niveau discrètes tra-
versant une triangulation quelconque au vu de la fonction
hauteur. De plus, nous désignons par le termecontour dis-
cret chaque sous ensemble connexe deG(v). En particulier,
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(a) G(va). (b) G(vb).

Figure 6: Exemple de lignes de niveau continues (en rouge)
et discrètes (en vert, fonction hauteur).

(a) G(v600), 2
contours.

(b) G(v10 000),
4 contours.

(c) G(v20 000),
6 contours.

Figure 7: Exemples de lignes de niveau discrètes sur un
maillage de 25 000 sommets (fonction fm).

nous dé�nissons le contour discretg(v) associé au sommetv
comme le sous-ensemble connexe deG(v) contenantv. Plus
l'échantillonnage deT sera important, plus les lignes de ni-
veau discrètes tendront vers les lignes de niveau continues.

Les lignes de niveau discrètes peuvent être calculées pour
tous les sommets du maillage en utilisant un algorithme de
remonté de gradient. Ce type d'algorithme manipule deux
pilesVt et Cd, représentant respectivement l'ensemble des
sommets visités et l'ensemble des sommets candidats à la
visite. À chaque itération de l'algorithme,Cd entoureVt
par valeur supérieure. Une étude plus approfondie montre
qu'à chaque itération,G(v) est équivalent àCd avec v =
argminv2 Cd f (v).

Sur la �gure 7, plusieurs exemples de lignes de niveau
discrètes sont représentés, à différentes itérations de l'al-
gorithme. L'ensemble de sommetsVt est af�ché en blanc
tandis queG(v) est af�chée en rouge. Visiter récursivement
G(v) permet d'en identi�er chacun de ses sous-ensembles
connexes, et particulièrementg(v).

5. Analyse topologique des contours discrets

Les algorithmes traditionnels de construction de graphes
de Reeb nécessitent une étape de simpli�cation, a�n d'élimi-
ner les branches non signi�catives. Ici, nous proposons un
algorithme uni�é de construction et de simpli�cation, basé
sur l'analyse topologique de contour discret.

En suivant la dé�nition 1, nous pouvons établir une rela-

(a) (b) (c) (d) (e) (f)

Figure 8: Contextes de bifurcation et de jonction sur un tore
(fonction hauteur).

(a) (b) (c)

Figure 9: Graphes de Reeb duaux de quelques objets ( fm).

tion d'équivalence analogue dans le cas discret, entre deux
sommetsv1; v2 2 T :

(v1; f (v1)) � (v2; f (v2)) ()
�

v2 2 G(v1)
v2 2 g(v1)

(8)

À partir de cette relation d'équivalence, pour chaque ligne
de niveau discrèteG(v), il est possible d'identi�er chacune
des composantes connexes deT traversée parG(v), et donc
de construire un graphe de Reeb. SoitNG(vt ) le nombre de
sous-ensembles connexes deG(vt ), avecvt le sommet visité
à l'itération t de l'algorithme de construction de lignes de
niveau discrètes. Pour construire un graphe de Reeb, il suf�t
donc d'observer l'évolution deNG(vt ) au �l de l'algorithme
de construction de lignes de niveau discrètes, en envisageant
les variations topologiques suivantes :

1. bifurcations: quandNG(v) augmente det ent + 1.G(v) se
divise en deux contours de 8(a) vers 8(b) : une bifurcation
est donc créée dans le graphe (�g. 8(e)).

2. jonctions: quandNG(v) diminue det en t + 1 et quand
plusieurs contours discrets fusionnent. Deux contours fu-
sionnent de 8(b) vers 8(c) : une jonction est donc créée
dans le graphe 8(f).

3. terminaisons: quandNG(v) diminue det en t + 1, sans
fusion de contours discrets.

La �gure 9 présente plusieurs graphes de Reeb duaux ob-
tenus avec cette stratégie, avec la fonctionfm. Chaque com-
posante connexe est représentée par un noeud situé en son
barycentre. Comme les lignes de niveau ne se déconnectent
pas dans les con�gurations bruitées defm (zones repérées
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(a) 25 000
sommets.

(b) 5 000
sommets.

(c) 1 000
sommets.

Figure 10: Tolérance de l'algorithme aux variations
d'échantillonnage.

par des ensembles de points rouges et noirs sur la �gure 5),
le graphe ne rend compte que des variations topologiques si-
gni�catives. Contrairement à [ABS03, HSKK01], aucun re-
maillage ou paramètre d'entrée n'est requis. Par conséquent,
comme aucune hypothèse n'est portée sur l'échantillonnage
deT, cet algorithme est robuste aux variations d'échantillon-
nage, comme illustré �gure 10. De plus, d'après la dé�nition
de fm, l'algorithme est invariant aux transformations géomé-
triques.

6. Analyse géométrique des contours discrets

L'approximation de constrictions permet une subdivision
pertinente des branches des squelettes topologiques. Pour
chaque contour discret, nous calculons sa courbure Gaus-
sienne et identi�ons comme approximations de constriction
les minima locaux de cette grandeur.

6.1. Courbes de concavité

Dans nos expérimentations, la courbure moyennez(g(v))
de chaque contour discretg(v) est estimée en calculant
la courbure Gaussienne discrète [MDSB02] en chacun de
ses sommets. Siz(g(v)) est positive,g(v) est globalement
convexe, sinon il est concave. Les constrictions apparaissent
sur les zones fortement concaves de la surface. Ainsi, pour
ne considérer que les contours concaves, nous calculons
z0(g(v)) comme suit :

z0(g(v)) =
�

z(g(v)) si z(g(v)) � 0
0 si z(g(v)) > 0

(9)

Dans nos structures de données, chaque noeud du graphe
de Reeb dual référence une collection de contours discrets,
triés par valeur defm(v) croissante. Calculerz0(g(v)) sur
cette collection donne, pour chaque noeud, unecourbe de
concavité: une vue d'ensemble de l'évolution de la conca-
vité du contour sur une composante en fonction defm.

Sur la �gure 11, les courbes présentent l'évolution de la
concavité des contours du cou du cheval �gure 12(c), depuis
la base de son cou (à gauche) jusqu'à la base de sa tête (à
droite).

(a) Non �ltrée. (b) Filtrée (ft = 10).

Figure 11: Courbes de concavité pour le cou du cheval.

Modèle ft = 3 ft = 5 ft = 10 ft = 15

Humanoïde 4 8 9 12
Cheval 1 11 11 11 12
Main 1 5 8 11 12
Main 2 6 9 11 11

Cheval 2 9 14 19 19

Table 1: Nombre de constrictions en fonction de ft .

6.2. Approximation de constriction

La courbure est une entité soumise au bruit. Par consé-
quent, pour obtenir des résultats en accord avec la perception
visuelle, il faut réduire le bruit haute fréquence des courbes
de concavité, en utilisant un �ltre passe-bas idéal de fonction
de transfert :

H( fg(v)) =
�

1 si fg(v) � ft
0 si fg(v) > ft

(10)

Une version adoucie dez0(g(v)) est donnée par l'expres-
sion suivante, oùFT signi�e Transformée de Fourier :

bz0(g(v)) = FT � 1(H( fg(v)) � FT(z0(g(v)))) (11)

La �gure 11(b) montre qu'un �ltrage passe bas permet la
discrimination de contours fortement concaves et l'approxi-
mation de constrictions. Ainsi, nous divisons chaque noeud
du graphe de Reeb dual en utilisant les constrictions comme
frontière entre sous-parties.

7. Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous présentons et commentons
quelques résultats obtenus sur des surfaces triangulées
connexes issues de la basePrinceton[SMKF04].

7.1. Discussion

La �gure 13 présente lessquelettes topologiques amélio-
résde quelques modèles (voir la planche couleur pour plus
de résultats détaillés). Premièrement, l'extraction de som-
mets caractéristiques est conforme à la perception visuelle,
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Modèle Faces Smt. Carac. Constr. Durée

Humanoïde 1 900 19 9 0.5 s.
Cheval 1 20 000 10 11 12 s.
Main 1 50 000 6 11 75 s.
Main 2 50 000 6 11 100 s.

Cheval 2 40 000 7 19 35 s.

Table 2: Durées d'exécution.

(a) (b) (c)

Figure 12: Approximation de constrictions ( ft = 10)

même sur des zones complexes comme les cheveux de l'hu-
manoïde. Deuxièmement, l'approximation de constriction
(en rouge �g. 12) donne de bons résultats même pour les
objets grossièrement modélisés. Le tableau 1 montre que le
nombre de constrictions est stable quandft varie. Les ré-
sultats les plus visuellement intéressants ont été obtenu avec
ft = 10 (réglage utilisé sur la �gure 12 et sur la planche cou-
leur). La principale limitation de notre méthode provient de
l'hypothèse selon laquelle les constrictions apparaissent sur
les contours discrets identi�és. Les résultats expérimentaux
�gure 13 montre que cette hypothèse n'est pas trop préju-
diciable pour des objets naturels : les doigts sont décompo-
sés en phalanges et les jambes en cuisses, mollets et pieds.
Rappelons que d'après la dé�nition defm et grâce à notre
algorithme de construction de graphes de Reeb, ces sque-
lettes sont invariants aux transformations géométriques et
n'encodent pas de détail topologique non signi�catif.

7.2. Complexité d'exécution

Étant donnée une surface triangulée connexeT, soit n
le nombre de sommets. L'extraction de sommets caracté-
ristiques est menée enO(n � log(n)) étapes.fm est cal-
culée enO(jFj � n � log(n)) avecjFj le nombre de som-
mets caractéristiques. Chaque contour discret est calculéen
O(log(n) + n) dans le pire des cas. Comme les contours
sont calculés pour tous les sommets deT, le calcul global
des contours discrets prendO(n2) étapes. Les analyses to-
pologiques et géométriques sont plus directes (O(n)). Le �l-
trage des courbes de concavité est effectué enO(n� log(n)) ,
grâce à l'algorithmeFFT. Par conséquent, la complexité glo-
bale de notre méthode est bornée par le calcul des contours
discrets, soit parO(n2) étapes. Les algorithmes présentés
dans cet article ont été implémentés en C sous GNU/Linux
et expérimentés sur une station de travail avec un CPU P4

(a) (b) (c)

Figure 13: Squelettes topologiques améliorés de quelques
objets.

(a) (b) (c) (d)

Figure 14: Extraction puis déformation du squelette.

3GHz et 2 giga-octets de RAM. Le tableau 2 donne les
durées d'exécution de nos programmes sur les modèles de
la planche couleur. Ces durées sont signi�cativement infé-
rieures à celles des plus récentes méthodes de détection de
constriction [H́05] et d'extraction de squelette [WML� 06].

7.3. Exemple d'application : la déformation de maillage

Les squelettes topologiques béné�cient à divers domaines
[BMMP03]. Pour illustrer l'utilité de notre approche, nous
nous intéressons plus particulièrement à la déformation de
maillage. Chaque noeud dusquelette topologique amélioré
référence tous les sommets de la composante associée.
Ainsi, un utilisateur novice peut facilement appliquer des
déformations à des parties sélectionnées de l'objet, en ma-
nipulant directement les noeuds du squelette. Comme la dé-
formation est une problématique qui dépasse le cadre de
cet article, nous déformons ici les modèles en appliquant
de simples rotations aux sommets des composantes, mais
des stratégies plus sophistiquées peuvent être employées
[LCF00]. Étant donnés un angle et un axe de rotation, une
matrice de rotation est calculée. Ensuite, elle est appliquée à
chaque sommet du noeud sélectionné, déformant le modèle
original, comme illustré �gures 1(f) et 14.

8. Conclusion et perspectives

Dans cet article, nous avons présenté un algorithme auto-
matique pour l'extraction de squelettes topologiques amélio-
rés. Cet algorithme calcule dans un premier temps un graphe
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de Reeb dual, puis il le raf�ne en utilisant les constrictions
comme frontières entre les différentes sous-parties. À notre
connaissance, il s'agit de la première approche uni�ant cal-
cul de graphes de Reeb et constrictions.

Notre contribution repose sur trois points. Premièrement,
nous avons proposé un algorithme d'extraction de som-
mets caractéristiques rapide et robuste. Deuxièmement, nous
avons montré qu'une analyse topologiques des contours dis-
crets aboutissait à la construction de graphes de Reeb n'en-
codant pas de détails non signi�catifs. Troisièmement, nous
avons montré que l'analyse géométrique des contours dis-
crets aboutissait à la détection de constriction sur les compo-
santes proéminentes de l'objet, permettant le raf�nement du
graphe de Reeb en squelette plus signi�catif visuellement.

Notre algorithme extrait les squelettes rapidement, sans
paramètre d'entrée critique et sans pré-traitement. Ses qua-
lités en font un outil intéressant pour la déformation de
maillage (expérimentée dans cet article), l'indexation, le pla-
cage de textures, etc. À l'avenir, nous souhaitons expérimen-
ter des algorithmes d'optimisation de position de constric-
tion. Par ailleurs, contraindre la position du squelette stric-
tement à l'intérieur de l'objet est une amélioration qui bé-
né�cierait à certaines applications et qui est actuellement à
l'étude.
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